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МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 
 
 Пусть R  - пространство функций )(xf  интегрируемых с квадратом на 
отрезке ],[ ba . Скалярным произведением функций f  и g  в R  называется 

выражение ∫=
b

a

dxxgxfgf )()(),( . Нормой элемента f  называется число 

∫=
b

a

dxxff )(22 . Если для функций f  и g  выполняется условие 0),( =gf , 

то говорят, что элементы f  и g  ортогональны. Полученное таким образом 
пространство обозначается ],[2 baL . Рассмотрим подпространство H  со-
стоящее из линейных комбинаций 1+n  линейно независимых функций 

nϕϕ ,,0  : 

nnccc ϕϕϕϕ +++= 1100 .                                (1) 
Это подпространство называется подпространством обобщенных многочле-
нов по системе функций { })(xiϕ . Среднеквадратичным отклонением элемента 

H∈ϕ  от элемента 2Lf ∈  называется величина 

∫ −=
b

a

dxxxfS 22 ))()(( ϕ . 

В методе наименьших квадратов приближение элемента Rf ∈  элементом 

H∈ϕ  осуществляется таким образом, чтобы величина среднеквадратичного 
отклонения была минимальна в 2L : 

ϕϕ
ϕ

−=−=
∈

ffccS
baHn ],[0

2 inf),,(  .                 (2) 

Если такой элемент ϕ  существует, он называется элементом наилучшего 
среднеквадратичного приближения функции Rf ∈  в подпространстве H . 

 Теорема 1. Для того, чтобы элемент Hx ∈)(ϕ  был элементом наилуч-
шего среднеквадратичного приближения, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось условие: 

0),( =− ϕϕf                                                 (3) 
для любого H∈ϕ . 
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Лабораторная работа №3 
"Метод наименьших квадратов" 

Доказательство: Необходимость. Пусть существует такой элемент 1ϕ , 

что 0),( 1 ≠=− αϕϕf . Без нарушения общности можно считать, что 11 =ϕ . 

Возьмем элемент 12 αϕϕϕ += . Тогда имеем: 
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Отсюда следует 
22

2 ϕϕ −<− ff , что невозможно, т.к. ϕ  - элемент наи-

лучшего приближения. 
 Достаточность. Пусть H∈ϕ . Тогда 

.),(

),(),(
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Если ϕϕ ≠ , то получим 
22 ϕϕ −>− ff  для произвольного H∈ϕ , т.е. ϕ  

- элемент наилучшего среднеквадратичного приближения в H . 
 Из теоремы в частности следует, что если взять в качестве элементов из 
H  последовательно )(,),(),( 10 xxx nϕϕϕ  , то из условия ортогональности (3) 
получим: 

0))(,( =− xf iϕϕ                                        (4) 

для любого ni ,0= . Систему (4) можно переписать в виде 
),(),(),(),( 1100 iinnii fccc ϕϕϕϕϕϕϕ =+++  , ni ,0= .       (5) 

Нетрудно показать, что матрица системы (5) { }),( jiA ϕϕ=  симметрична, по-
ложительно определена и ее определитель, называемый определителем 
Грамма, для системы линейно независимых функций { })(xiϕ  отличен от нуля. 
Следовательно, система (4) имеет единственное решение. 
 Возьмем в качестве H  класс алгебраических многочленов 

n
nn xcxccxP +++= 10)( . 

 25 



Численные методы. Часть 1 
 

Тогда ∫=
b

a

ji
ji dxxx),( ϕϕ , ∫=

b

a

i
i dxxxff )(),( ϕ . Обозначим ∫=

b

a

i
i dxxs , 

∫=
b

a

i
i dxxxfm )( . Перепишем систему (5) в виде 
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.                            (6) 

Определитель Грамма этой системы всегда положителен и система имеет 
единственное решение. 
 Если ϕϕ = , то из (3) следует 

222
ϕϕ −=− ff .                                   (7) 

В этом случае, если система функций { })(xiϕ  ортонормированна, т.е. 





=
,1
,0

),( lk ϕϕ  
если
если

 
lk
lk

=
≠

, то система (5) решается в явном виде 

),( kk fc ϕ= , nk ,0= .                                   (8) 
При этом погрешность можно вычислить по формуле 

∑
=

−=−
n

k
kcff

0

222
ϕ .                                 (9) 

Соответствующий обобщенный многочлен называется многочленом Фурье, а 
kc  - коэффициентами Фурье элемента Rxf ∈)(  по ортонормированной сис-

теме функций { })(xiϕ . 
 Примером ортогональной системы функций являются многочлены Ле-
жандра 

( )nn

n

nn x
dx
d

n
xL 1

!2
1)( 2 −= ,                              (10) 

 которые ортогональны на отрезке ]1,1[ +−  и 
12

2)(
+

=
n

xLn . Эти много-

члены можно вычислить по рекуррентной формуле 
0)()()12()()1( 11 =++−+ −+ xnLxxLnxLn nnn .           (11) 
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Лабораторная работа №3 
"Метод наименьших квадратов" 

Многочленом наилучшего среднеквадратичного приближения по отрезку 
]1,1[ +−  будет многочлен 

∑
=

=
n

k
kkn xLcxP

0
)()( ,                                      (12) 

где ∫
+

−

+
=

1

1

)()(
2

12 dxxLxfnc kk . Отметим, что ряд Фурье по многочленам Ле-

жандра для любой непрерывной функции )(xf  на отрезке ]1,1[ +−  сходится 
равномерно. 
 Для приближения на интервале ),( ll−  периодической функции с перио-
дом l2  удобно использовать ортогональную систему функций 









l
kx

l
kx ππ sin,cos,

2
1 . Обобщенным многочленом наилучшего приближения 

тогда будет тригонометрический ряд Фурье 

∑
=

++=
N

k
kk l

kxb
l
kxaaxФ

0

0 )sincos(
2

)( ππ ,                (13) 

где 

∫
−

=
l

l
k dx

l
kxxf

l
a πcos)(1 , ∫

−

=
l

l
k dx

l
kxxf

l
b πsin)(1 . 

 Если функция )(xf  задана на интервале ),0( l , то коэффициенты дис-
кретного ряда Фурье (13) вычисляются по формулам 

∫=
l

k dx
l
kxxf

l
a

0

cos)(2 π , ∫=
l

k dx
l
kxxf

l
b

0

sin)(2 π . 

 
Точечная среднеквадратичная аппроксимация функций на отрезке 

 Пусть на отрезке ],[ ba  для функции )(xf  известны только ее значения в 
1+n  точках nxxx ,,, 10  . Будем искать в классе обобщенных многочленов 

такой, чтобы величина квадратичного отклонения 

∑
=

−=
n

i
iim xxfccS

0

2
0

2 ))()((),,( ϕ                      (14) 

принимала наименьшее возможное значение. Если  
mmcccx ϕϕϕϕ +++= 1100)( , 

то из необходимого условия минимума 0=
∂
∂

ic
S  получим систему вида (5): 

 27 



Численные методы. Часть 1 
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где 

 ∑
=

==
n

l
ljlijik xxs
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)()(),( ϕϕϕϕ , kji =+ , ∑
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==
n

l
lklkk xxfft

0
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 Если в качестве системы { })(xiϕ  берется система mxx ,,,1  , то прибли-
жение ищется в классе алгебраических многочленов степени m : 

n
nn xcxccxP +++= 10)( . 

В этом случае коэффициенты системы (15) определяются по формулам 

∑
=

=
n

l

k
lk xs

0

, ∑
=

=
n

l
l

k
lk xfxt

0
)( . 

Определитель Грамма системы (15) положителен и, следовательно, система 
имеет единственное решение. 
 Замечание. В том случае, когда nm =  и приближение ищется в классе 
алгебраических многочленов, приближение дает интерполяционный много-
член Лагранжа )(xLn , т.к. для него величина среднеквадратичного отклоне-

ния равна нулю: 0))()((
0

22 ≡−=∑
=

n

i
ini xLxfS . 

 
Задания к лабораторной работе 

 1. Для заданной функции )(xfy =  построить полином второй степени, 
приближающий )(xf  с наименьшим квадратичным отклонением на отрезке  

],[ ba : 

Вариант )(xf  a b 
1 xe  0 1 
2 )1(1 +x  1 2 
3 )1(1 2x+  0 1 

4 xsin  0 π  
5 )1( xx +  1 2 
6 xln  1 2 
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Лабораторная работа №3 
"Метод наименьших квадратов" 

Вариант )(xf  a b 
7 xcos  0 π  
8 23 2xx −  0 2 
9 )1( 2xx +  0 1 

10 xx 42 −  -1 1 
11 x2  0 1 
12 xx +33  1 2 
13 )3(2 +x  0 1 
14 )1( 22 xx +  0 1 

15 252 xx +  -1 2 
 2. Для функции )(xf , заданной таблично, с помощью метода наимень-
ших квадратов построить аппроксимирующий многочлен второй степени: 

Вариант ix  1 2 3 4 
1 iy  -1 0 2 4 
2 iy  1 9 10 16 
3 iy  -4 0 2 7 
4 iy  4 1 0 2 
5 iy  1 3 3 1 
6 

iy  -1 -2 0 5 

7 iy  1 1 0 -1 
8 iy  -3 3 -3 3 
9 iy  0 3 8 15 

10 iy  -2 0 2 15 
11 iy  5 -1 1 2 
12 iy  1 3 -2 -3 
13 iy  -3 0 1 4 
14 iy  2 3 4 -1 
15 iy  -2 -1 0 2 

 3. Для функции )(xfy = , заданной на отрезке ],[ ππ− , с помощью ме-
тода наименьших квадратов построить обобщенный аппроксимирующий 
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многочлен, взяв в качестве ортогональной системы систему тригонометриче-
ских функций 1, xsin , xcos , x2sin , x2cos : 

Вариант )(xf  
1 xy =  
2 xy =  
3 xey =  
4 xey −=  
5 xy −=1  
6 2xy =  
7 1+= xy  
8 13 += xy  
9 xy sin1+=  

10 xy cos1+=  
11 xy 2sin1+=  
12 xy 2cos1+=  
13 xxy 2cossin +=  
14 xxy cossin +=  
15 1sin2cos ++= xxy  

Вопросы по лабораторной работе 
1. Евклидовы пространства. Примеры. 
2. Нормированные пространства. Примеры. 
3. Линейно зависимые и линейно независимые системы функций. Опреде-

литель Грама. Ортогональные системы функций.  
4. Обобщенный многочлен. Многочлен наилучшего среднеквадратичного 

приближения. Теорема о существовании и единственности многочлена 
наилучшего среднеквадратичного приближения. 

5. Интегральная квадратичная аппроксимация функций на отрезке  ],[ ba . 
6. Точечная квадратичная аппроксимация функций. 
7. Приближение функций дискретным рядом Фурье. 
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